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RbumGLorsqu’on suppose que la vitesse de filtration dans un milieu poreux avec convection naturelie est 
fonction seulement d’un parametre (hodographe linkaire) les surfaces isovitesses sont soit des plans 
parallkles soit des cylindres i g&.katrices verticales. Ceci permet d’obtenir, par exemple, des solutions 
particulitres dans le cas d’une couche inclinde ou horizontale B parois impermkables ou isobares avec 

certaines conditions thermiques. 

NOMENCLATURE Indices infkrieurs 

Symboles latins 4 conditions moyennes ; 

k, 
n, 
P* 

A 

P? 
Pe*, 
r, 
Ra*, 
T, 
L 
AT,, 
AT,, 
U 
UlJ7 
U,, 
-x, .I’, z, 

chaleur spCcifique du fluide saturant; 
accClCration de la pesanteur ; 
nombre sans dimensions ; 
longueur de rCf&ence (par exemple, Cpais- 
seur de la couche permkable); 
permCabilitC du milieu poreux ; 
vecteur normal unitaire; 
pression statique; 
pression motrice ; 
nombre de P&let de filtration; 
distance radiale; 
nombre de Rayleigh de filtration ; 
tempkrature ; 
tempkrature moyenne arithmktique; 
diffkrence de tempkrature de base ; 
diffbrence de tempkrature pariCtale; 
vitesse de filtration; 
vitesse de base ; 
vitesse de filtration moyenne ; 
coordonnees cartlsiennes (avec I’axe des z 
vertical); 
coordonnCes cartisiennes (avec l’axe des 
X inclinl d’un angle cp sur l’horizontale); 

coordonn6es cartksiennes (avec l’axe des 
X’ inclink d’un angle $ sur l’horizontale). 

0, conditions thermodynamiques de rlfk- 

rence; ou bien, conditions en un endroit 
dlterminl (X = 0); 

Ps conditions aux parois ; 
r, grandeurs rCelles (les grandeurs adimen- 

sionnelles n’ont pas cet indice); 

XV y, z, composantes le long des axes du tric?dre 
oxyz. 

x, y, z, 

X’, Y',Z', 

Indices supCrieurs 
+ conditions $ la paroi supCrieure de la 

couche permeable ; 
conditions A la paroi infkrieure de la 
couche permCable. 

1. EQUATIONS GENERALES 

1. INTRODUCTION 

DES SOLUTIONS particulikres des Cquations de la 
convection naturelle dans un milieu poreux ont d6ji 
etb obtenues dans le cas d’une couche permCable 
inclinCe A parois isothermes [l] et dans celui d’une 
couche permCable horizontale avec des gradients de 
tempkrature pariCtale uniformes et Cgaux [2]. Dans ces 
deux cas, les surfaces isovitesses sont des plans parall 
les et l’hodographe est 1inCaire. On prCsente ici une 

Symboles grecs 
mCthode analogue Nacelle utiliske pour I’intCgration des 

i* 
Cquations de Navier-Stokes [3], et permettant d’obte- 

* 1 conductivitt thermique du milieu poreux ; 
P? viscositC du fluide saturant ; 

nir un grand nombre de solutions particulieres corres- 

a, paramktre sans dimensions; 
pondant toutes A l’hypoth&e de l’hodographe linlaire. 

P? masse volumique du fluide saturant ; 2. EQUATION DE CONSERVATION DE LA MASSE 

cp? angle avec l’horizontale des plans iso-a 
et de la couche permlable $ parois 

L’Cquation de conservation de la masse pour un 

impermkables ; 
icoulement permarmt s’lcrit avec l’hypoth&e de Bous- 

x3 coefficient de dilatation du fluide 
sinesq (masse volumique constante sauf dans la force 

saturant ; 
volumique): 

angle avec l’horizontale de la couche 
permlable g parois isobares. 

au,, au,, au,, 
~+~+~=o’ 

y, 8Y, I 
(2.1) 
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od U, est la vitesse de filtration dans le milieu poreux 
qui depend des coordonnees cartesiennes xI, y, et z,, 
l’indice inferieur r designant les grandeurs reelles par 
opposition aux grandeurs adimensionnelles qui sont 
sans cet indice. 

Si nous introduisons une longueur de reference H et 
une vitesse de reference (ou de base) U,, on pourra 
mettre l’equation (2.1) sous la forme suivante: 

i3UX &I, XI: 
(?*+,+7=0, (2.2) 

ry z 

avec la vitesse adimensionnelle : 

u = u,/u,, 

et les coordonntes adimensionnelles : 

.Y=x,fH, y =y,jH et r=zJH. 

(2.3) 

(2.4) 

3. EQUATION DE DARCY 

Dans un milieu poreux ~lo~og~~e et isotrope, la loi 
de Darcy s’ecrit sous la forme: 

U, = - ;(v,P, - PA (3.1) 

Avec l’hypothise de Boussinesq, on aura : 

c’,= _A+ ir, - 7-A 9 - $ v, 6, (3.2) 

ou T, est la temperature (reelle) et oi: 

i* = P, + P&% (3.3) 

est la pression motrice que I’on aurait si la masse 
volumique du fluide saturant etait uniforme et egale a 

PC,. 
Dans l’equation (3.1), g est le vecteur acceleration de 

la pesanteur et k est la permiabilite du milieu poreux. 
On a suppose que la masse volumique p, ne 

dependait que de la temperature T, (compressibility 
neghgeable devant la dilatation) et de facon hneaire 
avec un coefficient de dilatation x, = -/I; ‘@p,,GT,),. 
En outre, I’hypothese de Boussinesq nous impose une 
viscositt uniforme et egale a pO. 

On voit done, d’apres l’equation (3.2), que les deux 
vecteurs U, et V,fi, sont dans un mSme plan vertical. 

Prenons comme temperature adimensionnelle: 

T = (T,- TJ’AT,, (3.4) 

oi AT, est une difference de temperature de reference 
(ou de base); et comme pression motrice 
adimensionnelle : 

fi = k~,j~,U,H. (3.5) 

L’iquation de Darcy (3.2) devient alors en tenant 
compte de (2.3) et de (2.4): 

U=$Tz-V6. 

avec deux nombres sans dimensions: le nombre de 
Rayleigh du milieu poreux : 

Ra* = gHkp~c,QT,/p,i.,*, 

et le nombre de P&let de filtration: 

(3.7) 

Pe* = p,c,U,Hl;.z. (3.8) 

En prenant le rotationnel de la loi de Darcy sous la 
forme (3.6), on Climine la pression motrice adimension- 
nelle et I’on obtient : 

vu=~vTxi, 

4. EQUATION DE LA CHALEUR 

En regime permanent, l’equation de la chaleur s’tcrit 
avec un terme de convection qui correspond a la 
dtrivee particulaire de I’enthalpie du fluide saturant : 

i.,* V,” 7-, - j),,c,,U, . V, T, = 0, (4.1) 

03 %f est la conductivity thermique du milieu poreux 
supposee constante et od c, est la chaleur specifique 
du fluide saturant supposee egalement constante. 

Cette equation se met sous forme adimensionnelle 
en faisant apparaitre le nombre de P&let de filtration : 

V2T - Pe*U .VT = 0. (4.2) 

5. SOLUTIONS PARTICULIERES 

Si ~hodographe, au lieu de correspondre a un 
domaine de I’espace des vitesses, degentre en une 
courbe, ou ~7o~~~grap~e lint;aire, on aura des solutions 
particulitres pour lesquelles les equations precddentes 
se simplifient. On montrera, au Chapitre II. que les 
surfaces sur lesquelles le vecteur vitesse reste constant 
sont, ou bien, des plans paralleles, ou bien, des 
cylindres a gendratrices verticales. 

11. SOLUTIONS A HODOGRAPHE LINEAIRE 

1. EQUATIONS TRANSFOR~~EES 

Si nous supposons que la vitesse de filtration 
adimensionnelle ne depend que dun seul paramttre m 
(x, y, z), c’est-a dire: 

u = f( 70 ), (1.1) 

l’equation (2.2) du Chapitre I devient : 

Le vecteur f’(m) est done un vecteur tangent ii la 
surface iso-m passant par le point considere. 

Les surfaces iso-a ne peuvent pas &tre quelconques, 
en effet les lignes caracteristiques de f’equation (1.2) 
obtissent au systeme differentiel suivant : 

ds dy dz 

VX fl f; 
(1.3) 

Comme dans I’article de Le Fur [33 qui traite des 
equations de Navier-Stokes, on voit que, sur une 
surface iso-m ies lignes caracteristiques sont des 
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droites paralkles au vecteur f’(a). Les surfaces iso-m 
sont done des cylindres dont les gtkkratrices sont des 
lignes caractlristiques. 

11 ne peut y avoir, pour une solution sans singulari- 
t&s, qu’une seule valeur du vecteur vitesse U en chaque 
point. Les surfaces iso-w ne doivent done pas se 
couper et seront : 

(a) ou bien des plans parallhles, auquel cas l’hodo- 
graphe est une courbe plane ; 

(b) ou bien des cyl~~~dres dont les gkkratrices sont 
toutes parallkles entre elies. Dans ce cas, l’hodographe 
est une droite ou un segment de droite. 

L’lquation (3.9) du Chapitre I devient : 

VW x r(m) = $VT x z. (1.4) 

On voit done que les trois vecteurs V m, f’( a~ ) et VT 
sont dans le m&me plan vertical. 

2. CAS DES PLANS PARALLEL= SO-a 

2.1. Description des solutions dans R’ 
2.1 .l. Plans in&m&. Dans le cas oli les surfaces in = 

C’ sont des plans paralltles inclinks (0 -=z cp < z/2), nous 
pouvons prendre de nouvelles coordonnkes X et Z 
(Fig. 1) de telle faqon que: 

x = Xcoscp - Zsincp, 
(2.1) 

2 = X sin cp + Z cos cp. 

Le vecteur vitesse de filtration sera alors de la forme : 

U = XF(Z) + YCL’, (2.2) 

en supposant, pour simplifier, U, = 0. 

L’lquation (1.4) se simplifie : 

1 f ‘( li3 )Idn/dZ = F’(Z) = - g @T/8x),. (2.3) 

En k&grant (2.3) par rapport i x, on aura: 

SF’(Z) dx = - !$ T(x, z) + G(z), (2.4) 

od G(z) est une fonction indkerminke pour le mo- 
ment ; d’oti : 

-F(Z)/sin 40 = - g T(rt-, z) + G(z), (2.5) 

c’est-&dire : 

FIG. 1. Plans iso-m inclinks. 

T(x. z) = 5 {[F(Z)/sin cp] + G(z)). (2.6) 

Comme aT@Y = 0, l’kquation de la chaleur (4.2) du 
Chapitre I s’tkrit: 

a2Tjax2+a2T/az*-Pe*F(Z)aTIax=o, (2.7) 

ou bien encore: 

a*T a*T 
sx2 + g - Pe*F(Z) 

i 

dT dT 
cosrpz f sincpz 

J i 
=o 

(2.8) 
RemplaCons dans l’kquation (2.8) la tempkrature 

T(x, z) par son expression (2.6). On obtient alors: 

-sincpF”-cotcpcoscpF”-G”-Pe*F 

x (cosrpF’-coscpF’-sinpG’)=O, (2.9) 

que I’on simplifie ainsi : 

-(F”/sincp)-G”+Pe*sincp*FG’=O, (2.10) 

ou encore: 

F” + G” sin cp - Pe* sin* v, FG’ =O. (2.11) 

Une fois cette equation aux d6rivles partielles 
intkgrke (voir Annexe) on pourra dkterminer le champ 
de pression motrice p^(x, z) ou ri(X, Z). Pour cela, on 
utilisera l’kquation de Darcy sous la forme (3.6) du 
Chapitre I : 

Vj=XG(z)sin p+Zcoscp [(F(.Z)/sin cp)+G(z)], 
(2.12) 

car le vecteur unitaire z sYcrit : 

z = Xsinp+Zcoscp. (2.13) 

2.1.2. Plans horizontaux. Voir Annexe. 

2.1.3. Conditions aux limites. Les solutions parti- 
culiires pr&ent&es ici sont valables dans tout l’espace, 
mais elles permettent aussi de dtcouvrir certaines 
solutions des tquations de la convection naturelle dans 
un domaine particulier. Pour cela, on s’impose sur les 
front&es du domaine, soit des conditions dynamiques 
(distributions de U ou de P imposkes), soit des 
conditions thermiques (distributions de tempkratures 
ou de densitks de flux de chaleur normales imposkes). 

Du point de vue dynamique, les conditions aux 
limites les plus couramment considirles sont : 

.? 

0 X 

FIG. 2. Plans iso-m horizontaux. 
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(a) la front&e impermeable (U .n = 0); 

(b) et la front&e isobare, c’est-a-dire au contact 
d’un reservoir contenant le fluide saturant le milieu 

poreux (P = C”). 

2.2. Couche ci frorhkes impermtfables planes paraMes 
Dans l’isolation thermique, on utilise des couches de 

materiau isolant constitue par un milieu permeable 

(granules ou fibres) dont les parois sont rendues 
impermtables. En geologic, l’on rencontre Cgalement 
des couches permeables en contact avec des massifs de 
permeabilite extremement plus faible. 

2.2.1. Couche inch&. Sur la paroi inferieure 
(Z, = - H/2) de cette couche inclinee, on aura une 
certaine distribution de temperature park&tale TJX,) 

et sur la paroi superieure (Z, = H/2), on aura une autre 
distribution T$(X,). 

On choisira done comme difference de temperature 
de reference : 

ATJX,) = Tir - 7’;. (2.14) 

2.2.1.1. Premiere solution. 
Si ces distributions de temperature parietale sont 

desfonctions lineaires de X, on aura quatre grandeurs 
caracteristiques, c’est-d-dire : 

Tp- = T;+ , TI,,= T; (0), TiO = T;(O), (2.15) 

ainsi que la vitesse de filtration moyenne: 

“112 
Urn = U, dZ. (2.16) 

. -112 

Lorsque le gradient de temperature parietale est 
nkgatif. on pourra, a partir des quatre grandeurs (2.15) 
et (2.16), determiner les quatre constantes (A,, A_, a, 
/I) de le solution T(x. z) donnee par les formules (2.6) 
(A.l) et (A.3). Cette determination se fait de fagon 
unique, le determinant du systeme lineaire correspon- 

dant etant toujours positif. 
Les expressions des quatre constantes sont done: 

A, = (AT,sin cp+rlJ,,- T$os (p)/4sh(?/2), (2.17) 

A_ = (-AT,, sin cp + r‘U, + Tb/cos cp)/4sh (T/2), 
(2.18) 

a = Ra* T’,/Pe* sin cp, (2.19) 

/r = [4T,. - kh(<!2)U,/2 sin (p]/4sh(F/2), (2.20) 

dans lesquelles la difference de temperature parietale 

AT,, est independante de I’abscisse X, et ou T,, est la 
temperature moyenne arithmitique pour X = 0: 

T,, = (T,:, + TJi2. (2.21) 

Dans les formules (2.17) a (2.20) on trouve I’argu- 
ment sans dimensions J qui s’ecrit d’apres (A.4) et 
(2.19): 

r‘ = (G,Raz sin cp)’ ‘, (2.22) 

ou G, est un nouveau nombre sans dimensions: 

G, = T;jAT,. (2.23) 

Lorsque le gradient de temperature parietale est 
positif. il faudra ecrire la fonction F(Z) sous la forme : 

F(Z) = p‘ sin 7Z + < cos FZ. (2.24) 

On a done: 

* 
T& = f& 

et : 

sin cp + aces; + j? 
1 
, (2.25) 

T, = ; 
i i 

-fisin2 + @cos2 

sin cp - a cos s + b 
I 

(2.26) 

D’apres (2.16) la vitesse moyenne dans la couche 
sera : 

U, = 2q‘ sin (t1.2)jt. (2.27) 

La constante a &ant donnee par la formule (2.19), les 
trois constantes p, 4 et /I obeissent au systeme lineaire 
des trois equations (2.25) (2.26) et (2.27). 

Si sin (t/2) # 0, on aura : 

j = Ra* (sin cp AT,-cos cp Tb);2Pe* sin (?2),(2.28) 

4 = &Ju,,/2 sin (?2), (2.29) 

/? = Ra* T,,;Pe* - icot (7;‘2)U,!2 sin cp. (2.30) 

Si sin (i/2) = 0, c’est-a-dire lorsque: 

G, Ra* = -4nZn2/sin cp, (n EN) (2.31) 

le determinant du systeme des ces trois equations 
s’annule. On voit que l’on doit avoir: 

U,=O (n#O) et AT,> = T’,cotcp, (2.32) 

d’ou : 

G, = tg cp et Ru* = -4n2n2 cos q/sin* cp. (2.33) 

La constante pest indeterminee, mais les constantes 
4 et /I seront liees par la formule suivante: 

p+($sin cp) = Ra* T,,: Pe*. (2.34) 

Lorsque n = 0, c’est-a-dire lorsque G, = 0 et!ou 
Ra* = 0, la constante i sera Cgale a la vitesse de fil- 
tration moyenne U,,,. 

Lorsque les parois sont isothermes (TL; = Tkz = 0). 
la constante a sera nulle et les trois constantes i?,, B, et 
fl de la formule (A.12) seront determinees de faGon 
unique : 

B, = Ra* sin cp AT,!Pe*, (2.35) 

B, = U”,, (2.36) 

b = - U,!sin cp+ Ra* 7’,,/Pe*. (2.37) 

Comme le produit scalaire U VT est alors nul, on 
se trouve dans un regime qu’on peut appeler ‘pseudo- 
conduction’, puisque, malgre I’existence d’un champ 



de vitesse de filtration, le champ de temperature est le rentes solutions exposees dans l’annexe pour qu’il en 
meme que si I’on avait simplement de la conduction soit ainsi. 
thermique. Lorsqu’un milieu poreux est limite par deux frontie- 

Si de plus, la vitesse de filtration moyenne U, est res planes paralleles isobares, l’inclinaison des plans 
nulle (convection naturelle pure), le gradient de tempe- iso-m sera alors dtterminee par les conditions aux 
rature sera uniforme et perpendiculaire aux parois de limites. 
la couche. L’tcoulement avec distribution lineaire de 2.3.1. Couche in&&e. Lorsque la couche permeable 

vitesse correspond a un tourbillon unicellulaire dans est inclinee d’un angle 1+5 sur l’horizontale, les solutions 
une couche permeable infiniment allongee. C’est un correspondant a l’hypothese dun hodographe lineaire 
cas qui a deja iti examine par Bories et Com- peuvent Ctre classees en deux groupes. 
barnous [ 11. 2.3.1.1. Si les temperatures pariitales Ti: et TpI sont 

2.2.1.2. Seconde solution. dgales et differentes de la temperature de reference T,, 
Si les distributions de temperature parietale sont des le champ de temperature sera uniforme de meme que la 

,fowticws e.~~o~ief~tie~~es de l’abscisse X. on determine- vitesse de filtration U, qui sera inclinee sur l’horizon- 
ra, a partir des trois grandeurs caracteristiques T;,, tale dun angle v, (Fig. 3). Cette vitesse et cet angle 
Tf et TLz, les trois constantes C, D et fi de la solution sont donnes par les relations suivantes: 
7(X. Z) donnee par la formule (A.17). Cette determi- 
nation se fait de facon unique, le determinant corres- 
pondant n’etant jamais nul. 

g Tp sin $ sin cp = U,[sin $ - cos cp .sin($ - cp)] 

~~coulement est alors uniforme et parallele aux 
(2.39) 

et: 
parois de la couche et le gradient de temperature est 
vertical mais non uniforme. *+ 

P - fi- = $ T,, cos $ + U, sin($ - cp). (2.40) 

2.2.2. Couche horizontale. Dans le cas de la couche 
horizontale, pour que les champs de vitesse et de 

Si les temperatures par&ales sont egales a T,, la 

temperature correspondent a la solution exposk au 
vitesse de filtration U sera uniforme et parallele aux 

paragraphe A.2 de l’annexe, il faut que les distributions 
parois. 

parietales soient des fonctions lineaires de x. 
2.3.1.2. Si les temperatures parietales sont uniformes 

On dispose alors de cinq grandeurs T&, TV:, TiO, 
mais i&gales, la vitesse de filtration U sera alors 

Ti, et U, a partir desquelles on peut determiner de 
parallele aux parois et fonction lineaire de Z’ = Z. La 

facon unique les cinq constantes a. b, c, d et e de la 
temperature T sera egalement une fonction lineaire de 

solution T(.u. z) donnee par la formule (A.30) de 
Z’. On se trouvera alors en regime de pseudo- 
conduction. 

l’annexe. 
Remarquons que si nous avons les egalitees: 2.3.2. Couche hor~zo~ta~e. Lorsque la coucbe per- 

T;,; = 7-p: et U, = 0, (2.38) meable est horizontale, les plans iso-m doivent etre 

on retombera sur le cas deja examine par Weber [2] 
inclines sur l’horizontale dun angle cp different de zero 

dune couche horizontale avec des gradients de tem- 
(Fig. 4). 

perature parietale uniformes et egaux. 
(i) Si cp = n/2, il y aura deux types de conditions aux 

limites. Le premier type correspond a la premiere 

2.3. Couche ~,~~~~~ti~res isobares planes pura~~~~es 
solution de l’equation (2.11) (voir Annexe: A.l.l). Les 

Nous allons chercher a present les solutions corres- 
distributions des temperatures parietales sont: 

pondant a des conditions thermiques imposees sur 
deux frontieres isobares, c’est-a-dire sur lesquelles la 

T;(x) = (Pe*/Ra*) 
I 

, (2.41) 

pression motrice I; est uniforme. Cela se presente pour 
des parois en contact avec des reservoirs contenant du 
Auide saturant a la temperature T, ou avec des massifs 
permcables dont la ~rm~abilit~ est extr~mement plus 
grande que celle du domaine permeable etudii. Re- 
marquons que la pression motrice $ est continue de 
part et d’autre des parois de ce domaine, tandis que la 
temperature parietale 7, peut etre differente de celle 
du reservoir qui touche la paroi. 

Dans le cas general, les front&es isobares obtenues 
en partant des expressions de la pression motrice 6(X, 
Z) donnies par les formules (A.6), (A.10). (A.13), 
(A.18) (A.21) et (A.32) ne sont pas planes. 

Dans les applications pratiques, les front&es iso- 
bares sont en general planes. II faudra done dlterminer 
les relations necessaires entre les constantes des diffe- 

-l/2 Y 
FIG. 3. Plans isobares inclines. 

Solutions $ hodographe lintaire des tquations de la convection natureile 21 
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FIG. 4. Plans isobares horizontaux 

od F( -x) est la vitesse verticale donnte par les L’tquation de la chaleur (4.2) du Chapitre I se 
formules (A.3), (A.7) ou (A.1 1) selon que tl est positif, simplifie car les composantes horizontales de la vitesse 
nigatif ou nul. de filtration sont supposkes nulles pour simplifier: 

Le second type correspond d la seconde solution de 
l’kquation (2.11) (voir Annexe, A.1.2). D’aprks la 

formule (A.17), les distributions des tempkratures 
pariktales sont uniformes, la vitesse ttant uniforme et 
verticale et les surfaces isothermes Ctant des plans 
horizontaux. 

?‘T P2T a2T 
i”;l+G+,,,i-Pe*UZP=O. 

dZ 
(3.2) 

(ii) Si cp est quelconque, les templratures pariktales 
seront uniformes, la vitesse sera nulle et la temperature 
dans la couche sera une fonction linkaire de la tote z 
(voir A.l) ou une fonction exponentielle de la tote z 
(voir A. 17). 

De faqon gCnCrale, l’intkgration des deux lquations 

du systkme (3.1) nous donne une relation linkaire entre 
la vitesse et la temptrature: 

U, = - g T + h(z), (3.3) 

3. CAS DES CYLINDRES VERTICAUX ISO-a 

oti h(z) est une fonction indCterminCe pour le moment. 
L’lquation (3.2) devient alors: 

(7*u a2u 
3.1. Description des solutions dam R3 

Maintenant, plavons-nous dans le cas 06 les surfaces 
iso-m sont des cylindres i gknkratrices parallkles. A 

partir de l’kquation (1.4), on voit qu’elles doivent &tre 

Z + 2 = h” - Pe*U,h’. 
(7x2 a$ 

(3.4) 

Comme dans le paragraphe 2 sur les plans parallkles, 
1’Cquation de la chaleur (3.4) aura deux solutions. 

3.11. La premikre solution de l’lquation aux dlrivkes 
partielles (3.4) sera de la forme: 

: 

7 

VT 

FIG. 5. Cylindre vertical iso- m. 

verticales, car c’est le seul cas pour lequel les vecteurs 
V m et f’( (27 ) peuvent se trouver dans le mCme plan 
vertical (Fig. 5). 

Ce type d’lcoulement se rencontre, par exemple, le 
long d’un cylindre vertical plongk dans un milieu 
poreux indlfini, g l’intkrieur d’un cylindre vertical 
rempli de milieu poreux ou bien entre deux cylindres 
verticaux, tous ces cylindres ltant impermCab1e.s. 11 n’y 
a aucune raison pour que la vitesse de filtration soit 
uniforme sur ces cylindres limites. On verra plus loin 
que ce serait par contre le cas pour un cylindre 
circulaire isotherme ou pour deux cylindres circulaires 
coaxiaux isothermes. 

L’Cquation (1.4) devient : 

(dU,/dn)iia/?x = -(Ra*/Pe*)dT/dx, 
(3.1) 

(dU,/dm)iim/?y = - (Ra*jPe*) aT/?y. 

U,(m) = c,, (3.5) 

od C, est une constante. 
La fonction h(z) sera solution de l’kquation diffkren- 

tielle suivante : 

h” - Pe*C,h’ = 0. (3.6) 

(a) Si la constante C, est diffkrente de ztro, la 
fonction h(z) sera une fonction exponentielle. La 
tempkrature est de la m&me forme, tandis que la vitesse 
de filtration est verticale et uniforme dans le sens 
opposk au gradient de tempkrature. 

(b) Lorsque la constante C, est nulle, la fonction h(z) 
sera une fonction lirkaire de mime que la tempkrature. 
Dans ce cas, le gradient de tempkrature sera uniforme 
et vertical. 

3.1.2. La seconde solution de 1’Cquation aux dCrivCes 
partielles (3.4) sera de la forme : 

h(z) = D, z + D,, (3.7) 
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oti D, et D, sont des constantes. 
La fonction U, (w ) obeira a l’equation aux derivees 

partielles suivante : 

a*u d2U 
I + 2 = -Pe*D,U,. 
8x2 iiy* 

(3.8) 

La composante verticale de la vitesse de filtration 
U,(x, y) obeira done a une equation de Helmholtz (ou 
equation des membranes vibrantes). 

La composante verticale du gradient de temperature 
est uniforme et les surfaces isothermes couperont les 
plans horizontaux selon des courbes iso- w 

3.2. FrontiPres impermkables 

Si l’on veut utiliser les solutions donnees dans le 
paragraphe 3.1, il faut que le domaine qui now 
intiresse soit limite par des frontitres impermeables 
qui soient des cylindres a generatrices verticales. 

3.2.1. Cylindres verticaux. Dans ce cas, nous nous 
imposerons sur II cyhndres verticaux des distributions 
de temperatures parietales, 

(a) soit du type: 

T,,(z) = (Pe*/Ra*)[h(z)-C,], (1 <iGn) (3.9) 

h(z) etant solution de Equation (3.6), c’est-d-dire une 
fonction exponentielle ou lintaire de la tote z; 

(b) soit du type: 

T,,(si, Z) = E,(s,) + (Pe*/Ra*) 

x (D,z + Dz), (l<i<n) (3.10) 

c’est-a-dire la somme d’une fonction hntaire de la tote 
z et dune fonction de I’abscisse curviligne si de la 
section droite du cyhndre consider& 

3.2.2. Couche d parois planes parallPles verticales. Si 

les II cylindres verticaux se reduisent a deux plans 
verticaux paralleles, le domaine poreux est alors une 
couche a parois paralleles verticales impermeables, cas 
de figure deja envisage au sous-paragraphe 2.2.1, mais 
avec I’angle + Cgal a n/2. 

Le type de solution aux conditions aux limites (3.9) 
correspond a la solution de la section 2.2.1.2, c’est-d- 
dire celle de la couche permeable inclinee a parois 
impermeables lorsque $ = n/2, avec des distributions 
de temperatures parietales exponentielles. 

Le type de solution avec les conditions aux limites 
(3.10) est plus general que la solution de la section 
2.2.1 .l, car le champ de temperature est fonction non 
seulement de z mais de y. Lorsque les fonctions E,(y) et 
E,(y) des conditions aux limites (3.10) sont des 
constantes, les distributions de temperatures parietales 
sont des fonctions lineaires de z et I’on retombe sur la 
solution de la section 2.2.1.1. 

3.2.3. SymPtrie de rhcolution. Si les front&es imper- 
meables sont un ou deux cylindres circulaires dont les 
temperatures par&ales sont une fonction exponentiel- 
le ou lineaire de la tote z, on aura un champ de 
temperature et un champ de vitesse de filtration de 
revolution. 

I1 y a trois geometries interessantes dans la pratique : 
(i) le cylindre circulaire poreux vertical ; 

(ii) I’exttrieur d’un trou circulaire vertical dans un 

milieu poreux indefini ; 
(iii) I’espace annulaire poreux vertical. 

3.3. FrontiPres isobares 

On a vu plus haut ‘que les surfaces isobares Ctaient 

des plans horizontaux. Les domaines limit& par des 
surfaces isobares et dont les champs de vitesse de 
filtration et de temperature sont des solutions avec 
hodographe lineaire sont le milieu semi-infini a paroi 

horizontale et les couches a parois horizontales. 
(a) Dans le cas de la premiere solution, les plans 

horizontaux limitant le milieu semi-infini et la couche 
sont isothermes. 

(b) Dans le cas de la seconde solution, les plans 
horizontaux limitant le milieu semi-infini et la couche 
ont, comme distributions de temperature, des fonc- 
tions de x et de y solutions d’une equation de 
Helmholtz. 

4. CONCLUSION 

On a montre que, grace a I’hypothese dun hodo- 

graphe lineaire, les equations de la convection natur- 
elle dans un milieu poreux possedent des solutions 
particulieres dont I’hodographe est une droite ou un 

segment de droite. 

On peut appliquer ces solutions particulitres au cas 
dune couche permeable avec differentes conditions 
dynamiques et thermiques resumees sur le tableau 1. 

On peut egalement obtenir d’autres applications au 
cas de cylindres permeables verticaux pleins ou creux 
avec un ou plusieurs trous verticaux a parois imper- 
meables, ainsi qu’au cas de couches permeables a 
parois horizontales isobares avec un ou plusieurs trous 
verticaux a parois impermeables. 
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ANNEXE 

RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 
DANS LE CAS OU LES SURFACES ISO-a 

SONT DES PLANS PARALLELES 

A. 1. Plans inclinis 
I1 est facile de voir que I’equation aux derivees partielles 

(2.11) posstde deux solutions. 

A.l.l. Une premiere solution sera de la forme: 

G(z) = ai + p, (A.1) 
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Tableau 1. Distributions des temperatures par&ales des couches permtables 

Parois im~rmeables Parois isobares 

Couche horizontale Lineaires en x ($2.2.2.). Trigonometriques, hyperboliques ou lineaires en x 
($2.3.2.); uniformes ($2.32. et $3.3.); fonctions de Y 
et de y, solutions d’une equation de Helmholtz 
($3.3.). 

Couche inclinee 

Couche verticale 

Lineaires en X ($2.2.1.); exponentielles en X 
($2.2.1.2) Uniformes ($2.3.1.1.) 

Lindaires en * ($2.2.1.1); exponentieiles en z Uniformes ($2.3.1.1.). 
(92.2.1.2); lineaires en z + fonctions de .Y ($3.2.2). 

-- 

r et p &ant des constantes. 
La fonction F(Z) est alors solution de l’equation ditferen- 

tielle suivan te : 

F”-Pe*lsin’9 F=O. (A.2) 

Si rw > 0, la fonction F(Z) sera une somme d’exponentielies: 

ou A+ et A- sont des constantes et ou: 

i = sin cp(aPe*)’ ‘. (A.4) 

Le champ de temperature T(X, 2) s’ecrira: 

T(X. Zf=(Pe*iRa*)[(A+e~z + A_ epfz)/sincp 

+ x(X sin 9+ Z cos 9) + /Y]. (AS) 

A partir de la formule (2.12), on peut calculer, a une 
constante pres, la pression motrice p^(X. Z): 

6(X, 2) =x(X sin 9 + Z cos 9)‘/2 + b(X sin 9 + Z cos 9) 

+ cot 9 (A, eiz - A_ e-“)/i+y, (A.6) 

ou ;I est une constante d’integration. 

Si r < 0, la fonction F(Z) sera une somme de fonctions 
trigonometriques : 

F(Z) = p”sin ZZ + qcos ii, 

od p et @ sont des constantes et ou: 

t= sin 9( - a&*)’ 2. 

Le champ de temperature T(X, 2) s’ecrira: 

(A.7) 

(A.8) 

T(X, 2) = & [(@sin iZ + #cos t2)/sin 9 

+ x(Xsincp+Zcoscp)+/?. (A.9) 

La pression motrice $(X, 2) a pour expression : 

$(X, Z)=ff(Xsin9+Zcos9)2/2+~(Xsin9+Zcos9) 

+ cot9(-~cos~Z+~sin~Z)~~~~. (A.iO) 

Si x=0, la fonction F(Z) sera une fonction liniaire: 

F(Z) = B,Z+B,, (A.1 1) 

od B, et B, sont des constantes. 
Le champ de temperature T(X, Z) s’dcrira: 

T(X- z, = g &(E,Z+B;)+p 
1 

(A.12) 

La pression motrice j(X, Z) a pour expression : 

6(X, Z)=B(X sin9+Zcos9)+cot9(B,Z2/2+B,Z)+~. 

(A.13) 
Lorsque la vitesse est partout nulle, la temperature sera 

uniforme et les surfaces isobares wont des plans 
horizontaux. 

A.i.2. La seconde solution de Equation aux derivees 
partielles (2.11) est : 

F(Z) = 6, (A.14) 

ou 6 est une constante. 
La fonction G(z) est solution de Equation differentielle 

suivante: 

G” sin 9 - Pe* 6 sin’ 9 G’ = 0. (A.15) 

On en tire: 

G(i) = C exp (Pe* 6 sin 9 2) + D, (A.16) 

oi C et D sont des constantes. Les surfaces isothermes sont 
alors des plans horizontaux, comme on le voit sur la formule: 

T(X, Z) = g [G/sin 9 + C exp[Pe* 6 sin 9 

x (X sin 9 + Z cos 9)] + D]. (A.17) 

La pression motrice @(X, Z) est obtenue a partir de la 
formule (2.12): 

B(X, Z) = C exp[Pe*6 sin 9 (X sin 9 + 2 cos cp)]/Pe*6 sin 9 

+ 6cot9Z+D(Xsincp+Zcos9)+i:, (A.18) 

ou c est une constante d’integration. 
Lorsque la vitesse 6 est nulle, on aura: 

G(z) = gz + r’, (A.19) 

ou E et F sont des constantes. 
Le champ de temperature 7(X, Z) s’ecrira: 

T(X, Z) = g[&Xsin9+Zcos9)+F]. (A.20) 

On voit que le gradient de temperature est uniforme et 
vertical (conduction pure). La premiere solution, lorsque les 
constames (L, B, et B, sont nulles est un cas particulier de la 
seconde solution iorsque la vitesse 6 est n&e. 

La pression motrice j?(X, Z) a pour expression : 

E 
@(X, Z) = T (X sin cp + Z cos 9)’ 

+F(Xsincp+Zcoscp) + i:. (A.21) 

On voit que les surfaces isobares seront des plans 
horizontaux. 
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A.2. Plans horizontaux 0t.i d est une constante. 

Lorsque les surfaces iso-m sont des plans horizontaux En integrant (A.27), on trouve que la fonction H(z) est un 

(q = 0), comme sur la Fig. 2, l’equation (2-3) deviendra: polynome du cinquiime degre : 

F’(z) = - g @T,@qi. (A.22) 
1 

En integrant {A.22) par rapport i I’abscisse .x, on obtient : + bcz’ + (c’+d,z+e , (A.29) 

xF’(z) = - R$ T(r, 2) + N(z). 
od e est une constante d’int~gration. 

(A.23) On voit que l’equation aux derivees partielles (A.24) n’a 
qu’une solution, et que le champ de temperature est : 

L’tquation de la chaleur sous la forme (4.2) du Chapitre I 
s’icrit alors: 

Pe+ 
T(r. z) = - ~ [x(Zaz+b)- H(z)]. 

Ra* 
(A.30) 

XF”’ - H” - Pe* FF’ = 0. (A.24) 
Sur chaque plan horizontal, le temperature est fonc- 

Cette equation n’a de sens que si : tion lineaire de X. 

F”’ = 0, (A.25) 
Le gradient de pression motrice donne par la formule (3.6) 

du Chapitre I devient : 
d’oti : 

F(z) = a~* + bz + c. (A.26) 

od a, b et c sont des constantes. 
kd fonction H(z) est solution de I’iquation differentielle 

suivante: 

D’ou : 

H” = - FF’Pe*. (A.27) 

(A.28) 

Vi = xF(z)+z[xF’(z)-H(z)]. 

Si l’on inttgre (A.31), on obtiendra: 

(A.31) 

“Z 
@(x. z) = IT(z) - 

1 
N(z)d,_+<. (A.321 

“0 

od 5 est une constante d’inttgration. 
Les surfaces isobares sont des cylindres a generatrices 

paralleles a I’axe des y, dont les sections droites ont comme 
equation une fraction rationnelle. 

Ce seront des plans inclines, si les cinq constantes de la 
formule (A.29) obeissent aux conditions suivantes: 

a=b=O, c#O, d=-cZ et e#O. (A.33) 

LINEAR HODOGRAPH SOLUTIONS OF NATURAL CONVECTION EQUATIONS 
IN A POROUS MEDIUM 

Abstract-If we suppose that the filtration velocity in a porous medium with buoyancy is a~function of only 
one parameter (linear hodograph), the isovelocity surfaces will be parallel planes or cylinders with vertical 
generatrices. This allows to obtain, for instance, particular solutions in the case ofa sloped or horizontal layer 

with impervious or isobaric walls and with certain thermal conditions. 

LINEARE HODOGRAPHENL~SUNGEN FUR GLEICHUNGEN DER FREIEN 
KONVEKTION IN EINEM PORGSEN MEDIUM 

Zusammenfassung - Wenn man annimmt, daR die Filtriergeschwindigkeit in einem porosen Medium bei 
Auftrieb eine Funktion von nur einem Parameter (linearer Hodograph) ist, werden die Flachen gleicher 
Geschwindigkeit parallele Ebenen oder Zylinder mit vertikalen Erzeugenden sein. Hierdurch ist es moglich, 
zum Beispiel im Falle einer gene&en oder horizontalen Schicht mit undurchlassigen oder isobaren Wanden 

fur bestimmte thermische Bedingungen partikullre Losungen zu erhalten. 

PEBIEHHX YPABHEHMH ECTECTBEHHQH KOHBEKI&iH B I-IOPMCTOH CPEAE 
B nPE~HO~OXEH~~ ~~HE~H~T~ FOJIOI-PAQtA CKOPOCTH 

AH~Ta~~ - Ecna ~~~ORo~~Tb, 9~0 CKopoCTb @iJ?bTpaUHii B ~OPXCTO~~ CpeAe non AeikmieM 

FlOAlSMIfO~ CHJIbI IIBAReTCIl t#Q’HXIIHefi TOJibKO OAHOTO FlapahfeTpa (rOAOrpat$ BeKTOpa CKOPOCTA 

IiBJl%TCR JIHH&HbIM), TO if30nOBepXHOCTH BeKTOpa CKOPOCTH 6yAyT Il~ACTaBJIRTb co6oit napNUIe.~b- 

Hblt? IIJIOCKOCTU BJIA UHJlHH~pbl C BepTBKaJIbHbIMH 06pa3ymwHMH. Torna MOmHO FlOJIyWTb ‘qaCTHble 

~llleHHn Ann HaKJ,OWHOrO WIW rOpHSOHTa,,bHOrO CJIOR C HenpOHWiuaeMbIMH Kllfi uso6apmreckuMw 
CTeHKaMW IlpH 3aAaHHbIX TeWIOEbIX YCAOBHRX. 


